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Resumen

La formacion de los profesores de matemaéticas
en América Latina se ve influida por factores que
han llevado a dar prioridad a la didactica sobre
los conocimientos especificos. Un ejemplo de
ello es la reduccién o eliminacion de las
asignaturas de matematicas avanzadas en el plan
de estudios de los futuros profesores de
matematicas. Este articulo presenta los
resultados de wuna investigacion sobre un
programa de formacién de profesores de
matematicas, objeto de una reforma curricular en
la que los componentes matematicos pasaron del
30 % al 18 %, eliminando asignaturas como
analisis matematico y teoria de grupos, entre
otras. El objetivo era distinguir los procesos del
pensamiento matematico, utilizando problemas
desafiantes relacionados con temas
seleccionados de espacios métricos. Para ello, se
utilizd una metodologia basada en el disefio.
Algunos aspectos destacados de las conclusiones
son la identificacion de las etapas para resolver
problemas no rutinarios, la exploracion, la
formulacién de conjeturas, la demostracion y el
establecimiento de conexiones. Aportando una
vision original a este proceso, se denota el valor
de la experimentacion en el desarrollo del
pensamiento matematico.
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Abstract

The training for mathematics teachers in latin
América happens to be permeated by factors that
have carried to the prioritization of the didactics
over the specific knowlege. One example being
the decrease and/or removal of the component
subjects of advanced mathematics in the syllabus
for the future mathematics educators. This
article presents the research findings from a
mathematics teacher education program, subject
of a curricular reform in which the mathematics
componets went from 30% to 18%, removing
curses such as mathematical analysis, group
theory among others. The goal was to distiguish
the processes of the mathematical thinking, using
challenging problems related to selected subjects
of metric spaces. Through a design based
metodology with that goal in mind. Some
highlights among the conclutions are the
identification of the stages for solving non-rutine
problems, exploration, conjecture formulation,
proving and establishing connections. Bringing
a original view to this process, denoting the value
of experimentation in the development of
mathematical thinking.
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CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO MATEMATICO MEDIANTE LOS ESPACIOS METRICOS

1 INTRODUCCION

En Colombia se ha venido presentando una disminucién de asignaturas del
componente matematico en el curriculo de los programas de formacion de profesores de
matematicas, esto derivado posiblemente de las politicas educativas emanadas del
Ministerio de Educacion Nacional para los programas de Licenciaturas, un ejemplo de
esto se encuentra en la Resolucion 02041 del 3 de febrero 2016.

Luego de una revision curricular de las 34 licenciaturas en matematicas, la
respuesta a esta directriz nacional consisti6 en el aumento de las asignaturas del
componente relacionados a las didacticas y una disminucion de los contenidos enfocados
al saber disciplinar, denotando un desequilibrio entre el saber y el saber ensefiar.

Sumado a lo anterior, analizando el direccionamiento estratégico de los programas
de formacion de profesores en Colombia, declarados en su mision, es frecuente el uso del
objetivo de formacion, “formar un licenciado con un equilibrio entre el saber matematico
y el saber pedagdgico” donde se tratan de articular el componente de ensefianza de las
matematicas y el conocimiento matematico.

Evidenciado que el conocimiento especifico matematico se encuentra estatico y
en algunos programas han disminuido, trasladando asignaturas del componente
obligatorio al flexible (electivas), como es el caso de los espacios métricos, topologia,
analisis matematico, estructuras algebraicas, entre otros.

Este es el caso de un programa de licenciatura en matematicas en Barranquilla,
Colombia. El cual debido a diversas circunstancias fue objeto de cambio de su estructura
curricular, pasando de 8 a 10 semestres académicos. También aumentando el nimero de
asignaturas de didacticas de las matematicas llevandolas de 3 hasta 6.

Asi como la disminucion del componente del saber matematico, mermando el
30% de los créditos académicos, lo que conllevé que materias como topologia, anélisis
matematico, analisis numérico, teoria de grupos, calculo vectorial no hagan parte del ciclo
de formacién obligatoria y como estrategia para evitar su desaparicién pasaron a ser
electivas de profundizacion.

La situacion descrita anteriormente, ademas de generar un desequilibrio entre el
saber matematico y el componente de ensefianza de las matematicas, también propende
por un curriculo menos desafiante para los futuros profesores, de igual forma conlleva a

impactar negativamente en el proceso de maduracion de conceptos necesarios para
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fortalecer la praxis en el aula, en palabras de Wasserman (2018) las ideas matematicas
avanzadas discutidas en los cursos son fundamentales para las matematicas escolares,
también es clave para inculcar normas matematicas mas amplias, sensibilidades,
abstracciones en los profesores, para desarrollar en los profesores un sentido de lo que
implica hacer matematicas.

En consecuencia, el desarrollo del pensamiento matematico en la formacién de
profesores se vuelve imprescindible, no solo por las exigencias cognitivas propias de la
disciplina, sino también porque este proceso estd mediado por componentes afectivos que
condicionan la manera en que los futuros profesores se aproximan, comprenden y ensefian

la matematica.
2 MARCO TEORICO

2.1 La importancia del desarrollo del pensamiento matematico en la formacion de

profesores de matematicas

Existen investigaciones centradas en destacar la importancia del conocimiento
matematico del profesor matematicas, Ball (2008) explora el conocimiento matematico
para la enseianza, definiéndolo “no como el conocimiento matematico utilizado por los
profesores para llevar a cabo su trabajo, si no la evaluacion del conocimiento matematico
necesario para hacerlo”

Posteriormente como una evolucion aparece el modelo de conocimientos
especializados del profesor de matematicas, sintetizado por la sigla MTSK (Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge), sobre este modelo, Carrillo et al. (2018, p.7)
menciona:

Nuestro punto de partida es la suposicion de que para llevar a cabo su funcién
(incluida la planificacién de las lecciones, el enlace con los colegas, la imparticion de
clases y la dedicacion de tiempo a la reflexion posterior) el profesor necesita
conocimientos especificos. Asociamos esta especificidad con la ensefianza de las
matematicas. Incluye los significados, las propiedades y definiciones de temas
particulares, los medios para construir la comprension del tema, las conexiones entre los
elementos de contenido, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas y las

caracteristicas asociadas con el aprendizaje de las matematicas, entre otros. En esta
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medida, entendemos que la especificidad de los conocimientos del profesor en relacion
con la ensefianza de las matematicas.

Ambas conceptualizaciones se encuentran fundamentadas en el trabajo de
Shulman (1986), quien reconocio la presencia de tres tipos de conocimientos necesarios
para la ensefianza:

Conocimiento del contenido (Subject Matter Knowledge, SMT): Este tipo de
conocimiento se refiere a lo que el profesor necesita saber sobre los contenidos
especificos de la disciplina que ensefia, incluyendo el “qué” y el “porqué” de esos
contenidos (VERGARA et al., 2014).

Conocimiento Didactico del Contenido (Pedagogical Content Knowledge, PCK):
El PCK se refiere a los aspectos de conocimiento relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje del contenido especifico que se imparte. Incluye la comprension de como
organizar, representar y adaptar los temas o problemas del contenido segun los intereses
y habilidades de los alumnos (Ibid.). Finalmente, el conocimiento curricular (Curricular
Knowledge): Este conocimiento se refleja en los programas, materiales y planificaciones
que utilizan los profesores (ESCUDERO-AVILA, 2020).

Siguiendo con este razonamiento, la teoria de la Dualidad, Necesidad y
Razonamiento Repetido (DNR), propuesta por Harel (2009), considera este conocimiento
esencial para una ensefianza efectiva de las matematicas. De acuerdo con Aguilar et al.
(2013), el profesor debe poseer un conocimiento solido en tres subdominios,
Conocimiento de los temas matematicos, lo que implica comprender los contenidos
especificos de la disciplina que ensefia; estructura matematica, referida a la capacidad de
contextualizar un tema en un constructo mas amplio y la practica matematica, que se
resume en saber como se trabaja en matematicas.

Otra teoria en la cual el papel del conocimiento en matematicas del educador
matematico toma especial importancia es la teoria Accion, Proceso, Objeto, Esquema
(APOE), propuesta por Dubinsky (1991). Al respecto, Sanchez-Garcia (2022) menciona
que en ella se pueden identificar dos dominios, el primero referente al conocimiento
matematico que el profesor debe poseer, el cual debe ser sélido para ensefiar de manera
efectiva. Esto incluye comprender los contenidos especificos de la disciplina que ensefia,
asi como la estructura y las practicas matematicas. Este papel se destaca en el disefio de

actividades ya que el profesor moviliza conocimientos relacionados con teorias de
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ensefianza y aprendizaje de las matematicas, registros de representacion y la préctica de
demostrar.

Llegando a este punto, emergen diversos constructos relacionados con el
conocimiento especializado que debe saber un profesor de matematicas, propuesto por
Shulman (1986). Al analizar los contenidos curriculares, fue posible evidenciar dos tipos
de formacion; por un lado, se identificaron los contenidos referentes a un conjunto
estandar de cursos, los cuales Guacaneme et al. (2017), suelen incluir areas como Calculo,
Aritmética y Algebra, Geometria y Probabilidad y Estadistica.

Por otro lado, se identifican cursos denominados de diversas maneras, entre los
que se destacan, matematicas avanzadas, matematicas puras, matematicas formales, de
pensamiento matematico avanzado, los cuales estdn conformados por asignaturas como
Estructuras algebraicas, Teoria de grupos, Topologia, Espacios métricos, Teoria de la
medida, Analisis numérico, Andlisis matematico, Geometria diferencial, entre otros.

En consecuencia, en los afios recientes, el tema ha sido trabajado por
investigadores como Zazkis y Marmur (2018) quienes sugiere que la comprension de los
maestros sobre el conocimiento matematico profundo a las que él denomina matematicas
avanzadas debe relacionarse no solo con el contenido de las mateméticas escolares, sino
también a la ensefianza de estas. En este sentido, los autores mencionados ilustran como
el conocimiento matematico avanzado puede beneficiar decisiones pedagdgicas de los
docentes ante situaciones de contingencia en las que preguntas, comentarios o enfoques

inesperados de los estudiantes surgen en el aula.

2.2 Los procesos de resolucién de problemas desafiantes como marco para la

caracterizacion del pensamiento matematico

La resolucién de problemas puede ser considerada como una teoria en el campo
de la educacion matematica y también una metodologia de ensefianza, en este epigrafe se
condensan los principales autores que sobre esta han hecho importantes avances con
especial énfasis con las formas en las cuales se puede caracterizar el pensamiento
matematico de los estudiantes.

Haciendo una revision documental sobre el tema central de esta seccion, es posible
constatar como John Dewey (1933), fue el primero en proponer una estrategia para

abordar la solucion a un problema. Luego en 1945 George Polya, consigue una mayor
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difusion de su método de cuatro pasos, el cual se ha operacionalizado llegando a
constituirse en una practica algoritmica.

Al respecto, Krulik y Rudnick (1987), analizan la situacion descrita anteriormente,
definiendo lo que para ellos es la resolucion de problemas como “los medios por los
cuales un individuo utiliza el conocimiento, las habilidades y la comprension previamente
adquiridos para satisfacer las demandas de una situacion desconocida. EI alumno debe
sintetizar lo aprendido y aplicarlo a una situacion nueva y diferente” (KRULIK;
RUDNICK, 1987, p. 4).

Uno de los principales planteamientos que hacen los autores es entender que la
resolucion de problemas no es un algoritmo; en ese sentido argumentan que “la existencia
de un problema implica que el individuo se enfrenta a algo que no reconoce, y a lo que
no puede limitarse a aplicar un modelo. Un problema ya no se considerard un problema
una vez que pueda ser facilmente resuelto por algoritmos que hayan sido previamente
aprendidos” (KRULIK; RUDNICK, 1987, p. 3). Con base en lo descrito anteriormente,
se puede asumir que ensefiar matematicas consiste en promover el transito de
conocimientos que conlleven a la resolucién de problemas.

Desde esta perspectiva, los procesos de resolucién de problemas desafiantes
constituyen un marco privilegiado para caracterizar el pensamiento matematico, en la
medida en que exigen a los estudiantes interpretar o modelar las situaciones, construir
significados y formas de razonamiento mas alla de la aplicacion mecanica de reglas.

En complemento a los enfoques anteriores, diversos autores han propuesto
estrategias para la implementacién de la resolucion de problemas, entre los que se
destacan Burton, Mason y Stacey, Schoenfeld y Falk de Losada. A continuacion, se
sintetizan los aspectos fundamentales de estas propuestas en la Tabla 1, en la cual se
presenta una sintesis comparativa de algunos de los principales referentes sobre
resolucion de problemas, elaborada a partir de los aportes de Dewey (1933), Polya (1988),
Krulik y Rudnick (1980), Burton, Mason y Stacey (1982), Schoenfeld (1985) y Falk de

Losada (1994).
Tabla 1. Principales referentes sobre resolucién de problemas.
John Dewey George Stephen Leone Alan Shoenfeld | Mary Falk de
Polya Krulik y | Burton, John Losada
Jesse Mason y Key
Rudnick Stacey
Enfrentar el | Entender el | Leer. Abordaje. interpretacion Especializar.
problema. problema. del problema.
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Diagnosticar o | Elaboracion | Explorar. Ataque. Representacion | Conjeturar.
definir el | de un plan. grafica.
problema.
Inventario de | Llevar acabo | Seleccione Revision. Busqueda de | Generalizar.
varias soluciones. | el plan. una estrategias.

estrategia.
Conjeturas Revisar. Resolver. Ejecucion. Convencer.

Consecuencias de
las soluciones
Consecuencias de Revisar vy Valorar la
la prueba. ampliar. solucion.

Fuente: Elaboracion propia (2025)

Como se observa en la Tabla 1, los distintos modelos coinciden en etapas
fundamentales del proceso de resolucion de problemas especialmente en la compresion
de la situacion, formulacion de estrategias y revision de los resultados, lo que resalta el
papel del pensamiento estratégico y la proposicién de conjeturas en la actividad

matematica.
2.3 Los espacios métricos

Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto cualquiera no vacio
y d: X X X - R unaaplicacién, llamada distancia o métrica, tal que, para cualesquiera X,
Yy, Z € X, satisface las siguientes condiciones:

dx,y)=>0

dXx,y)=0ex=y

d(x,y)=d(y, x)

d(x,z2)<d(x,y)+d(y,2)

Los elementos de un espacio métrico, pueden ser numero, vectores, puntos,
matrices, funciones, entre otros. A continuacién, se muestran algunos ejemplos de
espacios métricos:

La métrica discreta, también llamada “cero-uno”, de acuerdo con Lima (1976)
cualquier conjunto X puede volverse un espacio métrico de una manera sencilla,
definiendod: X x X » Rcomod(x,y) =1six#y yd(x,x) = 0.

La métrica usual, se fundamenta en la distancia entre dos puntos en la recta real,
y se define como paratodo x,y € R, d(x,y) = |x — y| . Los espacios métricos tienen
diversas aplicaciones en el campo de las ciencias y la tecnologia, en especial cuando se

trata de establecer distancias entre objetos, ejemplo de esto es la métrica de Hamming.
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Asi mismo, en la informética es posible encontrar el uso de las métricas, donde se
definen como “un valor numérico que permite cuantificar la calidad de las predicciones
de un modelo. Su papel es esencial durante todas las etapas del desarrollo de un modelo
de Machine Learning, ya que permite determinar si un modelo cumple con nuestras
expectativas. En funcion de los resultados obtenidos, las métricas permiten comparar
objetivamente varios modelos entre si, elegir el modelo mas efectivo o cambiar los
hiperparametros de un modelo en esta area, se trabajan especialmente dos las métricas de

regresion y las métricas de clasificacion.
3 METODOLOGIA

El disefio de la investigacion se fundamento en la investigacion basada en el
disefio, implementada durante dos semestres consecutivos. En este proceso se disefiaron
tres experimentos de aula que tuvieron como eje central problemas desafiantes en el
contexto de los espacios métricos. En este marco metodoldgico, los actores transitaron
por ciclos iterativos, en los cuales las soluciones iniciales fueron ajustandose con base en
la realimentacion de los participantes, tal como lo plantean Barab y Squire (2004).

En ese sentido la investigacion contd con las siguientes etapas metodoldgicas:

1. Identificacion del problema y definicion del marco tedrico, que incluye el
planteamiento del problema, la revision de literatura y el disefio de los objetivos
de la investigacion.

2. Exploracion, la cual se hace a partir de actividades que buscan poner en evidencia
caracteristicas del pensamiento matematico de los estudiantes pertenecientes a la
muestra.

3. Disefio inicial de la investigacion, en la cual se planifica la intervencion
preliminar, donde se busca identificar las habilidades del pensamiento matematico
de los profesores de matematica en formacion.

4. Implementacién y analisis de la actividad preliminar.

5. Formulacion de la hipotesis, en esta etapa se toman como insumos los resultados
obtenidos de la etapa 4 y se suman las descripciones didacticas, epistemologicas
y etnogréaficas de la muestra.

6. Disefio del experimento, consistente en el sistema de actividades fundamentados

en la teoria de espacios métricos.
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7. Anadlisis del disefio del experimento, donde los datos recolectados son estudiados
a profundidad y se lleva a cabo el primer refinamiento de la intervencion.

8. Prueba de la hipdtesis, en esta etapa se contrastan los resultados con la hipotesis
de trabajo. Con el proposito de establecer los diferentes principios de disefio que
busca la IBD.

9. Revision de la hipotesis, donde se trata de refinar los resultados y alienar con los
elementos tedricos perseguidos.

10. Redaccion del informe de investigacion.

Por otro lado, como elemento diferenciador se tomaron en consideracion los
aportes de Cai (2023) en lo referente a la ruta metodologica para la investigacion
cientifica, la cual define como "formular, probar y revisar hipotesis” (CAl, 2023, p. 5).
Luego de hacer una descripcion de la muestra, desde el contexto, lo didactico y lo
epistemoldgico, se procede a comprobar la validez de la hipotesis, para lo cual se
desarrolla el ciclo de la investigacion basada en disefio (Prediger, 2024) sintetizado en la
Figura 1.

Figura 1. Ruta metodoldgica

Actividades
Exploratorias

Aspectos
Analisis D
diseno
experimento

I J

Diseno Formulacién

r} it di
experimento & sllcsi;:‘e‘:i:

Epistemologicos
Etnograficos

Desarrollo de
la teoria

Revision de la
P ieade
diseno

Fuente: Elaboracion propia (2025)

Prueba de la
Hipétesis

La poblacién objeto de estudio estaba conformada por 90 estudiantes, de los
cuales 25 hicieron parte de la muestra seleccionados mediante un muestreo aleatorio
simple, con los cuales se desarrollaron las tres experiencias de aula, bajo la hipdétesis: el
estudio de temas seleccionados de espacios métricos mediante la resolucion de problemas
desafiantes mejora las habilidades del pensamiento matematico de los Licenciados en

Matematicas en formacion.
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Lo anterior bajo una perspectiva cualitativa. Basado en los aportes de Creswell y
Poth (2018) se llevaron a cabo analisis de tipo cualitativo, para lograr identificar las
habilidades de los estudiantes, en lo referente a la resolucion de problemas desafiantes
relacionados con los espacios métricos.

Como técnicas de recoleccion de informacion se emplearon la observacion
directa, mediante la cual se registro el desarrollo de las actividades en un cuaderno
etnografico; las entrevistas semiestructuradas, realizadas a referentes de la educacion
matematica y especialistas en la tematica; y las pruebas iniciales, aplicadas con el
proposito de identificar el nivel de desarrollo de los estudiantes como parte de la
metodologia de investigacion basada en el disefio (IBD).

En correspondencia con estas técnicas, como instrumentos de investigacion se
emplearon guias de observacion, las cuales permitieron precisar los procesos sobre los
que se debia realizar un seguimiento detallado durante la implementacién de las
actividades; guiones para entrevistas semiestructuradas, que facilitaron la definicion de
los aspectos centrales a partir de los cuales se disefiaron las preguntas orientadoras
dirigidas a especialistas y expertos; y grabaciones de audio y video, cuyos registros
audiovisuales posibilitaron la identificacion de categorias axiales y emergentes en el
proceso de analisis de los resultados.

Para el anélisis de los datos de aula se tomaron los procesos de codificacion
abierta, codificacion axial y la codificacion selectiva.

1. Codificacion abierta: en este proceso se hizo un analisis linea por linea de todos
los datos obtenidos de la implementacion del sistema de actividades, como
transcripciones de las entrevistas, videos de las sesiones, muestras de trabajos
escritos, entre otros. El objetivo fue el de descomponer los datos en incidentes o
ideas discretas y asignar cddigos iniciales.

2. Codificacién axial: luego de generar los cddigos iniciales, se procedié a la
agrupacion de los cddigos en categorias mas amplias y se analiza la relacion entre
ellas. Esto permitié identificar fendmenos centrales, condiciones causales,
acciones/interacciones, condiciones intervinientes y consecuencias.

3.Codificacion selectiva: este proceso final consistio en la categoria central que

unifica todas las otras categorias y explica el fenémeno central de la investigacion.
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4 RESULTADOS

A continuacién, se presentan los analisis de tres experimentos de ensefianza
disefiados para los fines descritos en secciones precedentes. Las soluciones son analizadas
tomando en cuenta las soluciones escritas de los estudiantes donde se identifican las
categorias abiertas sintetizadas en una matriz. Posteriormente, se consolidan la
categorizacion axial hasta derivar en la categoria selectiva que describe el proceso de
manera mas precisa acorde con la concrecion de la teoria local.

En lo referente al primer experimento, se plante6 un experimento de ensefianza
orientado a explorar como los estudiantes construyen y articulan los diferentes
significados matematicos, como base un problema sobre distancias.

Hay cinco ciudades conectadas por carreteras, como se muestra en el diagrama.

Figura 2. Esquema primer experimento de ensefianza.

Fuente: Olimpiadas Colombianas de Matematicas.

¢De cuéntas formas se puede ir de la ciudad A hasta la ciudad C visitando solo
una vez las ciudades, B, D, E? ;Cual es la menor distancia recorrida?

En este problema los estudiantes tomaron como base sus conocimientos sobre
geometria para tratar de encontrar una solucion que a su modo de ver tuviera un

argumento matematico valido.

Figura 3. Ejemplos de solucion primer experimento de ensefianza.

Fuente: Estudiantes unidad de analisis.
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El objetivo del experimento se enfocO en explorar las formas en las cuales se
puede determinar diferencias entre segmentos de recta donde no se expresan los tamafios
de forma explicita. Entre los resultados destacables se tiene que los participantes logran
establecer dos tipos de estrategias, la primera referida al uso de circunferencias
concéntricas las cuales, al notarse graficamente una diferencia entre las &reas infieren que
los radios son de diferente tamafio como se presenta en la figura 3.

En lo referente a la segunda estrategia se centra en el uso de rectas paralelas y a
partir de alli conformar dos tridngulos sobre los cuales es posible establecer mediante
geometria euclidiana cual de los segmentos, en este caso las hipotenusas eran mayor,

como se presenta en la figura 3.

Tabla 2. Codificacion abierta primer experimento de ensefianza.

Cddigo Descripcion
Cercania/vecindad Para establecer que tan distante o lejano se encuentran dos puntos, los
estudiantes recurren a elementos visuales. Usando para tal fin elementos como
reglas y compases
Aspectos geométricos | Varios grupos de estudiantes establecen diversas formas de establecer
cercanias empleando métodos geométricos, entre los cuales se destacan
circunferencias, rectas perpendiculares, angulos y hisectrices.
Distancias En las soluciones escritas, los anélisis de los videos y entrevistas, no se logra
establecer una generalizacion del concepto de distancias separadas de la
visualizacién.
Certeza/comprobacion | Los métodos para establecer la validez de los argumentos se basan en la
visualizacidn y los temas estudiados en el curso de geometria euclidiana.

Fuente: Elaboracion propia (2025)

La codificacion permite evidenciar ciertos aspectos, el primero la nocion de
distancia asociada a la visualizacion, la segunda el razonamiento a partir de los postulados
de la geometria euclidiana. Finalmente, la tercera corresponde a relacion que se establece
entre el area y la longitud.

Para el segundo experimento se planted un problema basado en un algoritmo de
recurrencia para la conformacion de una lista de nimeros. Un compafiero ha inventado
una nueva manera de alargar una lista de numeros. Esta consiste por ejemplo una lista
como [1, 8], €l crea dos listas [2, 9] y [3, 10] donde cada término es uno mas que el
término correspondiente en la lista previa, y luego une estas tres listas para obtener la lista
[1, 8, 2, 9, 3, 10]. Si el compariero del salon comienza la lista con [0] que contiene
inicialmente el nimero cero y aplica el anterior procedimiento repetidamente, él crea la

lista:
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[0,1,2,1,2,3,2,3,4,1,2,3,2,3,4,3,4,5,2,3,4, ..] 1)

¢ Cual es el término ubicado en la posicion 30 de la lista? ¢ Cual esta ubicado en la
posicion 50 de la lista? Si pensamos en calcular la distancia entre la posicion 30 y el 50
¢Coémo lo harias? El resultado que se obtiene difiere si se calcula la distancia de la
posicion 50 a la posicion 30.

Ubicado en la posicion 50 de la lista, ¢Si te diriges hacia la derecha en la lista en
qué posicion aparece un multiplo de tres? ¢ digiriéndote a la izquierda en posicion aparece
un multiplo de tres? compara ambos resultados.

El objetivo de este problema fue el de establecer diferencias entre formas de medir
las distancias dadas en la recta numérica y en una secuencia. A partir de las estrategias
desarrolladas por los estudiantes, las soluciones obtenidas se agruparon en dos conjuntos
claramente diferenciados: el primero, basado en la organizacion de la secuencia en
blogues de nueve elementos, y el segundo, orientado a la identificacion de una regularidad

mediante la generalizacion de los términos en potencias de 3.

Figura 4. Primera forma de solucion segundo experimento de ensefianza.
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Fuente: Estudiantes unidad de analisis

La figura 4 presenta la primera forma de solucion que los estudiantes propusieron
para el experimento de ensefianza, como se puede notar la intencion de ellos fue la de
organizar en bloques y vectores filas para poder establecer cuél es el elemento 30 y

elemento 50. Ambos llegan a respuestas validas.
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Figura 5. Segunda forma de solucién segundo experimento de ensefianza.

Fuente: Estudiantes unidad de analisis

La figura 5 presenta la segunda forma de solucion dada al problema planteado,
usan elementos de teoria de nimeros y estableciendo una estructura de secuencias, en su
forma de resolucion se plantea como moverse entre posiciones dentando una estructura
de formalizacidn algoritmica cercana al pensamiento computacional, los estudiantes que
propusieron este abordaje llegaron a respuestas diferentes, en especial para la posicion 30
de la lista. Sumado a lo anterior, no comprob0 si la respuesta era valida en contraste con
la otra forma de solucién, donde mediante computos y siguiendo la forma recursiva de

construccion logran establecer la certeza de su respuesta.

Tabla 3. Codificacion abierta segundo experimento de ensefianza.

Codificacion axial Descripcion

Fenémenos centrales Generalizacion del concepto de distancia.

Condiciones causales Exposicion de argumentos basados en cdmputos y
comparaciones entre métodos.

Acciones/interacciones Los estudiantes exploran soluciones en las cuales han

disminuido el uso de elementos concretos. Discuten entre ellos
las posibles soluciones y tratan de establecer cual es a su modo
de ver la méas rigurosa y que cumple con lo solicitado en el

problema.
Condiciones intervinientes Uso de las tecnologias como GeoGebra.
Consecuencias Es posible evidenciar una comprensién parcial de la

eficacia de algunos métodos demostrativos sobre otros.
Fuente: Elaboracion propia (2025)

Luego de la exploracion de las nociones que los estudiantes tenian sobre el
concepto de distancia se procedio a la intervencion, explicando lo correspondiente a los
aspectos formales sobre los espacios métricos y los axiomas que permiten determinar si
cierta funcion de distancia realmente cumple con ellos.

Para la Gltima actividad se recurrié a la implementacién del software de geometria

dinamica, en este caso GeoGebra. Con el objetivo de visualizar las formas que toman las

Veredas do Direito, v.23 n 4, 6234704 — 2026 —



José Gregorio Solorzano-Movilla & Gerardo Antonio Chacdn Guerrero & Yesika Paola Rojas-Sandoval

circunferencias a medida que cambian las métricas en especial aquellas que se derivan de

la métrica Lp, definida como:

d(x,y) = (Ixg = x2[P + [y = y2[P)» conpeR )

En este experimento de ensefianza se dieron resultados mas alla de los esperados,
en especial con el planteamiento de problemas donde se busca establecer la relacion entre
el valor de p y el valor de r en la circunferencia formada por una determinada métrica.
En especial, valores enteros de @ y no el conocido irracional en el caso de las

circunferencias redondas.

Figura 6. Soluciones tercer experimento de ensefianza.
Metrica Euclidiana

™ =3.14159 i

B -% -4 -2 -0 -8 -8 -4 -12 -10 -8 -6 6 SR TN T TR T A T T

Metrica del Circulo Cuadrado

\ H IR TeoeE

b g

Metrica del Taxista d(4, B) = 7

Datancia AD= 5.4 2 .
istancia AD=4
Distancia B0= 6.4 § 10 =28

5 . : Distancia BD= 2.9

Fuente: Estudiantes unidad de analisis usando GeoGebra.

La figura 6 presenta dos de las propuestas mediante las cuales los estudiantes
logran establecer la relacion entre los valores de p y las formas de las circunferencias que
se forman en el plano cartesiano.

Al respecto, los estudiantes extienden el concepto de circunferencia mas de las
formas redondas a partir de la definicion, encontrando forma de rombo cuando p=1, en
ese contexto la métrica es conocida como la de Manhattan o la del taxista. Redonda
cuando p=2, llamada métrica euclidea y cuando p se hace muy grande llamada del
maximo o del ajedrez.

Sumado a lo anterior, los estudiantes comienzan a explorar otro tipo de relaciones,
en especial los valores de r, para las métricas de Manhattan y del ajedrez calculan valores
enteros, esto es 2, 4, 5 entre otros. Luego de esto inicia un proceso un poco mas elaborado

para poder encontrar relaciones entre el valor de p y el valor de 7.
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En ese sentido, se encuentra una relacion basada en las potencias de 2, de manera

explicita formulada como 212, donde B es el didametro de la circunferencia dada.

Tabla 4. Codificacion abierta tercer experimento de ensefianza.

Codigo Descripcion

C Los estudiantes logran establecer las propiedades de las métricas y la
pertinencia de usar una de acuerdo con el problema formulado.

AG En este momento de implementacion de las actividades, los participantes

de la investigacion logran identificar el espacio métrico con su
representacion gréfica.

D En las soluciones escritas, los andlisis de los videos y entrevistas se logra
establecer una generalizacion del concepto de distancias separadas de la
visualizacion.

C/IC Los métodos para establecer la validez de los argumentos se basan en

comprobaciones, demostraciones y en menor medida en la visualizacion.
Fuente: elaboracion propia (2025)

En este experimento de ensefianza, los estudiantes denotaron una mayor capacidad
de andlisis y el resultado de este proceso se evidencia en como lograron establecer
relaciones entre diferentes pardmetros y su variacion, en este aspecto se destaca en rol
que la visualizacion tiene en la exploracion con el apoyo de las herramientas tecnoldgicas
como los softwares de geometria dinamica. La relacion p vs m, se destaca como uno de
los principales hallazgos de esta actividad, que inicialmente pretendia extender la

conceptualizacion de circunferencia.
5 CONCLUSION

La principal conclusion esta relacionada con la identificacion de una categoria
central que permite aborda de manera explicita las relaciones entre cada uno de los
aspectos identificados en las soluciones y las soluciones descritas en las categorias
abiertas.

Asi las cosas, una codificacién selectiva se sintetiza en la Comprensién
geométrica intuitiva para la generalizacion del concepto de distancia. Explica la
incidencia del conocimiento que los estudiantes poseen sobre la geometria euclidiana
(condicion) en los intentos de generalizar el concepto de distancia (acciones). Lo que
puede llevar a un proceso exitoso o a ideas erréneas persistentes (consecuencias).

Sumado a lo anterior, los procesos identificados para la resolucion de problemas
por parte de los estudiantes se centran en cuatro momentos, el primero la exploracion del

problema, constituyéndose en una etapa importante que permite entender el problema y
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las posibles conjeturas resultantes de las diversas pruebas que los discentes llevan a cabo
para resolverlo.

En consecuencia, fue posible identificar un segundo proceso, el de formulacion
de conjeturas identificadas en la exploracion. En ese orden de ideas, Las conjeturas
motivan las demostraciones, los intentos de demostracion refinan las conjeturas, la
comprension de una demostracion establece conexiones y las conexiones inversas
generan nuevas preguntas.

El transito desde la exploracion hacia la formulacion de conjeturas representa un
momento critico de en desarrollo del pensamiento matematico. Al respecto, Mason,
Burton y Stacey (1985) llaman a este proceso la columna vertebral de la resolucion de
problemas. En los analisis de los resultados, es posible evidenciar que esta se encuentra
mediada por la necesidad intelectual de certeza. La misma impulsa al estudiante a buscar
los argumentos que justifiquen la verdad de sus afirmaciones matemaéticas.

En el contexto de los espacios métricos, esta necesidad se manifestd en el
momento que los estudiantes buscaban determinar si una forma particular de medir
distancias era una métrica, mediante la verificacion de los axiomas que las definen. En
los debates suscitados en las sesiones de socializacion permitieron evidenciar como la
necesidad de certeza moviliz6 a los estudiantes a elaborar argumentos cada vez mas
rigurosos para convencer a sus compafieros sobre lo valido de su conjetura.

La demostracién, entendida en un sentido amplio que incluye las pruebas formales
como las justificaciones argumentativas, constituye el proceso mediante el cual las
conjeturas son validadas o refutadas. De acuerdo, con los andlisis de los resultados
permitieron vincular a la demostracién con las necesidades de certeza y de computo, asi
mismo, las implementaciones dieron cuenta de una evolucién significativa en los métodos
de demostracién empleados por los estudiantes.

En las etapas iniciales, predominaron las comprobaciones empiricas basadas en
casos particulares, donde los estudiantes verificaban sus conjeturas para valores
especificos sin lograr establecer argumentos de caracter general. Conforme avanzaron las
implementaciones, comenzaron a emerger formas de argumentacién mas sofisticadas que
incorporaron propiedades abstractas de las métricas.

El proceso de conexidn representa la fase en la cual los aprendizajes adquiridos
durante la resolucion de un problema especifico se vinculan con otros conocimientos

matematicos y aplicaciones diversas. Los andlisis de los resultados permitieron develar
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que las conexiones se encuentran mediadas por las necesidades de causalidad y
comunicacion.

Ahora bien, tomando en cuenta los analisis de los datos recolectados y la
identificacion de relaciones entre las aciertos y dificultades relatadas es posible

sintetizarla en la Figura 7.

Figura 7. Marco de caracterizacion del pensamiento matematico.
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Fuente: Elaboracion propia (2025)

En la figura 7, se sintetiza los hallazgos de la investigacion con los estudiantes
que conforman la unidad de andlisis. Es relevante destacar la manera en la cual la
visualizacion tiene un rol preponderante en un inicio, no como un fin si no como un medio
para poder llegar a la formulacion de conjeturas.

Asi mismo, se revela una tension desequilibrante entre la intuicion geométrica
(euclidiana) y la necesidad de abstraccion axiomatica de los espacios métricos. Se
identificd que el éxito de los estudiantes depende de un cambio conceptual: desvincularse
de la nocion de distancia fisica para aceptar métricas abstractas (como la métrica discreta

o la métrica del taxista).
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La investigacion coloca en evidencia una tension critica en la formacion de
profesores en Sudamérica: la contraposicion entre las politicas que priorizan las
didacticas generales frente a la tendencia internacional que valora el pensamiento
matematico avanzado.

Por otro lado, se hace relevante estudiar el impacto de la reduccion de contenidos
matematicos como teoria de nimeros, analisis matematico entre otras en la formacion de

los futuros profesores de matematicas y en su proyeccion como docentes de matematicas.
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